
３-正則平面グラフを用いた結び目の構成に関する定理

長島 隆廣

1. はじめに

本論文は，数学の一分野である結び目理論に関しての研究報告である．以下では，３-正則平面

グラフを導入した結び目の構成法について述べる．この構成法は３段階に分かれており，各段階

にはそれぞれ１つずつの定理が存在する．３つの互いに独立した定理に基づいて結び目を構成し

てゆく．結び目を構成する作業は，しばしば，「結び目の表を作る」と言われる．結び目の表を作

る方法にはガウス数列を用いる方法 [13]や，基本多面体を用いる方法 [13]などがある．本論文で

示す構成法は，ガウス数列や基本多面体を用いる方法とは異なる．

現在までのところ，本論文の構成法は，互いに素な全ての結び目を重複なく，かつ余すことな

く構成できるというものではない．しかし，この構成法を改良すれば，重複なく全ての素な結び

目を系統的に，順序よく，構成できる可能性があると考える．なぜならば，３-正則平面グラフを

用いる方法により全ての結び目，絡み目を表現できるからである．

2. ３つの定理による結び目の構成方法

本論文で提示する３つの定理を，それぞれ偶数タングル結び目定理，奇数タングル結び目定理，

全域木結び目定理と仮に呼んでおく．以下に，３つの定理の概要を示す．

概要 (2.1). 偶数タングル結び目定理の概要説明．２重性並行表示 [12]で表現された任意の結び

目に対して，２重性並行表示内の任意の２次タングル [8, 11] の平行直線部分 ( )

を偶数個の α-タングル (図 1) [12]か，または偶数個の β -タングル (図 1) [12]で置

き換えて得る２重性並行表示は，再び別の結び目となることを主張する定理．

概要 (2.2). 奇数タングル結び目定理の概要説明．２重性並行表示で表現された任意の結び目に

対して，その２重性並行表示を方向付けし，逆方向の２次タングル（房）を１つ選

び，その房（図 2）の交差点数を１つだけ増加または減少させて得る新しい２重性

並行表示は，再び別の結び目となることを主張する定理．

概要 (2.3). 全域木結び目定理の概要説明．３-正則平面グラフの全域木 [1, 2, 4, 5, 7, 10, 15]を

用いて，結び目を構成する方法を示す定理．

以下では，上記の３つの定理を記述し，結び目の構成方法を述べる．定理は接続行列 [4, 5, 15]

を用いて記述するので，結び目および絡み目の３-正則平面グラフによる行列表示の定義を次の 2.1

項で示す．なお，接続行列の要素と頂点および辺の位置関係を付録Aの図 20に示しておく．

また，本論文で用いるタングルの定義を次の 2.1項で示す．
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2.1 タングルおよび行列表示に関する諸定義

本論文で用いるタングルの図形を以下に定義する．

定義 2.1.1 タングルの図形を図 1に図示する．図 1に示した各タングルは，(a)を α-タングル，

(b)を β -タングル，(c)を γ -タングル，(d)を δ-タングルと呼ぶ．また，α-タングルを α，β -タ

ングルを β，γ -タングルを γ，δ-タングルを δで表す．

(a): α-タングル (b): β -タングル (c): γ -タングル (d): δ-タングル

図 1: 本論文で用いる基本的な４つのタングル．

本論文では，２重性並行表示内のタングルを「房」と呼ぶ．すなわち，「２重性並行表示の房 [9]

とは，δ-タングル ( ) [12]と他の δ-タングルの中間に存在する２次タングルである」とする．図

形で示すと図 2になる．

図 2のXが房である．一般に，房の２次タングルXは，複数個の α-タングル ( ) [12]か，ま

たは，複数個の β -タングル ( ) [12]か，または，γ -タングル ( ) [12]のいずれか１つになる．

∆1 ∆2

X 房

図 2: 房の図解．

図 2の∆1と∆2は，δ-タングル部分なので，

房には含まれない．なお，房はグラフ化表示 [12]

では，交差点を配置されたグラフの辺に相当す

る．次に，房へ２次タングルを追加する操作を

定義する．

定義 2.1.2 α-タングル，または，β -タングルを χで表し，この χを χ-

タングルと呼ぶ．すなわち，χ = α，または，χ = βである．χ-タングル

の図形を図 3に示す． 図 3: χ-タングル.

定義 2.1.3 hを正の整数とし，hα-タングル，または，hβ -タ

ングルを hχで表す．この hχを hχ-タングルと呼ぶ．すなわち，

hχ = hα，または，hχ = hβである．hχ-タングルの図形を図 4

に示す．

1 · · · h

図 4: hχ-タングル.

定義 2.1.4 γ -タングル，または，hχ-タングルを Xで表し，この Xを X-タングルと呼ぶ．すな

わち，X = γ，または，X = hχである．X-タングルの図形を図 5に示す．

定義 2.1.5 ２重性並行表示内に存在する γ -タングル （図 5(a)）を χ-タングル（図 3）に置き換

える変形を γ-χタングル変形と呼ぶ．この γ-χタングル変形を γ + χまたは χ+ γで表す．
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(a): γ -タングル

1 · · · h

(b): hχ-タングル

図 5: 定義 2.1.4における X-タングルの図解．

定義 2.1.6 互いに独立した χ-タングルを χ，χ ′とし，1 5 h′ 5 h− 1を満たす正の整数を h′と

する．２重性並行表示内の hχ-タングル（図 4）を図 6(a)，または図 6(b)，または図 6(c) に置

き換える変形を hχ-χ ′タングル変形と呼ぶ．この hχ-χ ′タングル変形を hχ + χ ′または χ ′ + hχ

で表す．
χ ′ 1 · · · h

hχ

(a): ２次タングル hχ+ χ ′

1 · · · h χ ′

hχ

(b): ２次タングル hχ+ χ ′

1 · · · h′ χ ′ h′ + 1 · · · h

h′χ (h− h′)χ

(c): ２次タングル hχ+ χ ′

図 6: 定義 2.1.6における hχ-χ ′タングル変形の図解．
（以上 定義 2.1.6）

なお，定義 2.1.6の図 6の黒丸 � • �は，置き換えにより新しく与えられた χ-タングル (χ ′)の位

置を示している．新しく与えた χ ′の位置が，図 6の (a), (b), (c)で互いに異なる．このため，図

6の (a), (b), (c)は異なる２次タングルのように見える．しかし，これらの図 6(a), (b), (c)は，

χ, χ ′に具体的な α，または，βを任意に入れたとき，いずれも同じ２次タングルになる．

次に，３-正則平面グラフおよび行列表示に関する定義を与える．

定義 2.1.7 (結び目と絡み目の２重性並行表示) 結び目Kの２重性並行表示をKとし，絡み目L

の２重性並行表示を Lとする．

定義 2.1.8 (３-正則平面グラフ) 弧状連結 [3] な３-正則平面グラフをGとする．Gには橋 [1, 4,

5, 6, 7, 15]が存在しないものとする．

定義 2.1.9 (Gの頂点) ３-正則平面グラフGの頂点を vi ( i = 1, 2, . . . ,m)とする．

定義 2.1.10 (Gの辺) ３-正則平面グラフGの辺を ej (j = 1, 2, . . . , n)とする．

定義 2.1.11 (基底グラフ) ３-正則平面グラフGの各辺へ任意に有限個の α-タングルか，または

有限個の β -タングルか，または γ -タングルを与え，かつ，各頂点へは δ-タングルを与えて得られ

るグラフ化表示 [12]に対応する２重性並行表示が Lのとき，Gを Lの基底グラフと呼び，G(L)

と書く．
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下記の定義 2.1.12の (2.2)式で，aij = 0の �viと ej が接続していない場合� とは，「viが ej の端

点でない場合」のことであり，aij = Xij の �viと ej が接続している場合� とは，「viが ej の端点

である場合」のことをいう．(2.3)式の pijα-タングルは，交差点の数が pij の α-タングルであり，

qijβ -タングルは，交差点の数が qij の β -タングルをいう．

一方，定義 2.1.12の (2.3)式は，ある iと jを指定したとき，Xijが，pijα-タングルか，または，

qijβ -タングル か，または，γ -タングルのいずれか１つをとるという意味を表す．

定義 2.1.12 (２重性並行表示の行列表示) 絡み目の２重性並行表示Lの基底グラフがG(L)のと

き，Lの行列表示をM(G, aij ,Xij ,L)と書き，M(G, aij ,Xij ,L)を

M(G, aij ,Xij ,L) =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amj · · · amn


, (2.1)

aij =

 0, ( viと ej が接続していない場合 ),

Xij , ( viと ej が接続している場合 ),
(2.2)

Xij =


pijα, ( pijα-タングルを意味する．pij は正の整数 )，または，

qijβ, ( qijβ -タングルを意味する．qij は正の整数 )，または，

γ, ( γ -タングルを意味する ),

(2.3)

による (2.1)式，および (2.2)式，および (2.3)式で定義する．

なお，定義 2.1.12において，絡み目の２重性並行表示 Lを結び目の２重性並行表示Kに，基底

グラフG(L)をG(K)に，M(G, aij ,Xij ,L)をM(G, aij ,Xij ,K)にそれぞれ置き換えれば，結び目

の２重性並行表示Kの行列表示の定義が得られる．

行列表示 (2.1)式の右辺の行列については，具体的な型がある．それは，各行の要素 ai1, ai2, . . .,

aij , . . ., ainのうち，３つだけに２次タングルが現れて，その他はすべて 0となる．すなわち，各

行にそれぞれ３つの２次タングルが現れる．同様に，各列も要素 a1j , a2j , . . ., aij , . . ., amj のう

ち，２つだけに２次タングルが現れて，その他はすべて 0となる．すなわち，各列にはそれぞれ

２つの２次タングルが現れる．何故かと言えば，３-正則平面グラフの接続行列だからである．す

なわち，３-正則平面グラフは，各頂点に３つの辺が接続しており，各辺の両端に２つの頂点が存

在するからである．以下に３-正則平面グラフとその行列表示の実例を示す．

図 7は結び目 821nのグラフ化表示 [12] で，図 8は樹下・寺阪結び目のグラフ化表示である．図

7（結び目 821n）の行列表示をM(821n)とし，図 8（樹下・寺阪結び目）の行列表示をM(KT )と

すると
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図 7: 結び目 821nのグラフ化表示
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図 8: 樹下・寺阪結び目のグラフ化表示

M(821n) =



γ α 0 α 0 0 0 0 0

0 0 0 α 0 0 α 0 β

0 α α 0 γ 0 0 0 0

0 0 0 0 γ 0 α β 0

γ 0 α 0 0 2β 0 0 0

0 0 0 0 0 2β 0 β β


=



γ α · α · · · · ·
· · · α · · α · β

· α α · γ · · · ·
· · · · γ · α β ·
γ · α · · 2β · · ·
· · · · · 2β · β β


, (2.4)

M(KT ) =



3β 2β γ 0 0 0 0 0 0

0 0 γ 0 α 0 2α 0 0

0 0 0 0 α α 0 α 0

0 0 0 0 0 0 2α α α

3β 2β 0 γ 0 0 0 0 0

0 0 0 γ 0 α 0 0 α


=



3β 2β γ · · · · · ·
· · γ · α · 2α · ·
· · · · α α · α ·
· · · · · · 2α α α

3β 2β · γ · · · · ·
· · · γ · α · · α


, (2.5)

と書ける．(2.4)式および (2.5)式の右端の行列は，0を � · � (center dot)に変えた表示である．
これは行列の要素としての２次タングルの並び方を見易くするための表示である．

接続行列表示 (2.4)式および (2.5)式の記述方法は，付録 Aの (2.26)式および (2.27)式と図 20

の解説図で説明してある．

2.2 偶数タングル結び目定理

行列表示を用いた偶数タングル結び目定理を以下に示す．

定理 2.2.1 (偶数タングル結び目定理) 下記に示す (2.6)式と (2.7)式と (2.8)式で与えられる行
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列表示

M(G, aij ,Xij ,K) =


a11 · · · a1j · · · a1n
...

. . .
...

...
ai1 · · · aij · · · ain
...

...
. . .

...
am1 · · · amj · · · amn

 , (2.6)

aij =

 0, ( viと ej が接続していない場合 ),

Xij , ( viと ej が接続している場合 ),
(2.7)

Xij =


pijα, ( pijα-タングル，pij は正の整数 )，または，

qijβ, ( qijβ -タングル，qij は正の整数 )，または，

γ, ( γ -タングル )，

(2.8)

が結び目を表現しているとする．このとき，(2.8)式のXij を次に示す (2.9)式の Yij で置き換えて

得られる行列をM(G, aij ,Yij ,Kx)とすれば，この行列表示M(G, aij ,Yij ,Kx)は，Kxを２重性並

行表示にもつ結び目である．

Yij =



(pij + 2)α, (Xij = pijαのとき)，または，

(pij − 2)α, (Xij = pijαのとき),

(qij + 2)β, (Xij = qijβのとき)，または，

(qij − 2)β, (Xij = qijβのとき),

2α, (Xij = γのとき)，または，

2β, (Xij = γのとき).

(2.9)

ただし，(2.9)式の Yij = (pij − 2)αおよび Yij = (qij − 2)βに関しては，

Yij =



β, (pij − 2)α = −1 · αのとき (pij = 1の場合),

γ, (pij − 2)α = 0 · αのとき (pij = 2の場合),

α, (qij − 2)β = −1 · βのとき (qij = 1の場合),

γ, (qij − 2)β = 0 · βのとき (qij = 2の場合)

(2.10)

とする．

上記の行列表示を用いて表現されている偶数タングル結び目定理は，一見複雑そうに見えるが，

その内容は実に簡単なのである．それを理解してもらうために，文章のみの表現による偶数タン

グル結び目定理を２種類，以下に示す．

(✻). 定理 2.2.1（偶数タングル結び目定理）の文章による表現 (1)
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任意に与えられた結び目の２重性並行表示において，２重性並行表示内の任意の房

へ，2α-タングルか，または，2β-タングルを付け加えて得られる新しい２重性並行表

示は，再び，別の結び目となる．

(✻ ✻). 定理 2.2.1（偶数タングル結び目定理）の文章による表現 (2)

任意に与えられた結び目の２重性並行表示において，２重性並行表示内の任意の房

の交差点の数を 2だけ増加さるか，または，2だけ減少させて得られる新しい２重性

並行表示は，再び，別の結び目となる．

上述の (✻)印をつけた文章中の「付け加えて」とは，房の交差点数を 2だけ増加または，減少さ

せるという意味になる．すなわち，まったく任意に，房の交差点数を 2だけ増減させても再び別

の結び目になり，決して絡み目にはならないことを偶数タングル結び目定理は主張している．こ

の主張を定理の表現に取り入れた文章が上述の (✻ ✻)印をつけたものである．

(✻)印や (✻ ✻)印のように，文章だけで定理を表現すると，誤解や意味不明な点や不正確な点

の発生することがあるので，正確さと厳密性を保つために，定理 2.2.1の偶数タングル結び目定理

は，行列表示で表現してある．次に，偶数タングル結び目定理を χ-タングルを用いて記述してみ

る．次の行列表示 (2.11)式

M(G, bij ,Xij ,K) =



b11 . . . . . . . . . . b1, ν−1 0 b1, ν+1 . . . b1n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

bi1 . . . bij . . . bi, ν−1 0 bi, ν+1 . . . bin
...

...
...

...
. . .

...
bλ−1, 1 . . . . . . . . . . bλ−1, ν−1 0 bλ−1, ν+1 . . . bλ−1, n

bλ1 . . . . . . . . . . bλ, ν−1 bλν bλ, ν+1 . . . bλn
bλ+1, 1 . . . . . . . . . . bλ+1, ν−1 0 bλ+1, ν+1 . . . bλ+1, n

...
...

...
...

. . .
...

bµ−1, 1 . . . . . . . . . . bµ−1, ν−1 0 bµ−1, ν+1 . . . bµ−1, n

bµ1 . . . . . . . . . . bµ, ν−1 bµν bµ, ν+1 . . . bµn
bµ+1, 1 . . . . . . . . . . bµ+1, ν−1 0 bµ+1, ν+1 . . . bµ+1, n

...
...

...
...

. . .
...

bm1 . . . . . . . . . . bm, ν−1 0 bm, ν+1 . . . bmn



(2.11)

が結び目であるとする．この式を簡単のために

M(G, bij ,Xij ,K) =



...
. . . . . . . . . . 0 . . .

...
. . . . . . . . . . bλν . . .

...
. . . bij . . . 0 . . .

...
. . . . . . . . . . bµν . . .

...
. . . . . . . . . . 0 . . .

...



(2.12)

7/28



と書く．このとき，次の (2.13)式は結び目になる．

M(G, bij ,Yij ,Kx) =



...
. . . . . . . . . . 0 . . .

...

. . . . . . . . . . bλν + 2χ . . .
...

. . . bij . . . 0 . . .
...

. . . . . . . . . . bµν + 2χ . . .
...

. . . . . . . . . . 0 . . .
...



. (2.13)

定理 2.2.1（偶数タングル結び目定理）の証明は，付録Bで述べる．

2.3 奇数タングル結び目定理

以下に，奇数タングル結び目定理を示す．まず，記号と用語の定義を行う．

任意の結び目の２重性並行表示Kに矢印で方向を付ける．方向付けされたK内の２次タングル

は，一般に，互いに同調した向き [14]をもつタングルと，そうではない向きをもつタングルの２

種類に分かれる．

本論文では，�互いに同調した向き�のことを 逆方向と呼び，�そうではない向き�のことを同方

向と呼ぶことにする．

定義 2.3.1 結び目の２重性並行表示Kに方向を付ける．方向付けをした結び目の２重性並行表

示を
→
Kで表す．

方向付けされた２重性並行表示
→
Kの各房の２次タングルに現れる，方向を表す矢印の全種類を

図 9に示す．図 9は２次タングルの交差点を省略して，平行線の部分のみを用いて図示してある．

定義 2.3.2 ２重性並行表示の２次タングルに対する方向付けについて，図 9の (a), (b), (c),

(d)を同方向と呼び，図 9の (e), (f), (g), (h)を逆方向と呼ぶ．

−→

−→
(a)

↑ ↑

(b)

←−

←−
(c)

↓ ↓

(d)

−→

←−
(e)

↑ ↓

(f)

←−

−→
(g)

↓ ↑

(h)

図 9: ２重性並行表示上の同方向と逆方向の図解

（以上，定義 2.3.2）
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定義 2.3.2の図形について，図 9の (b), (d), (f), (h)はそれぞれ図 9の (a), (c), (e), (g)

を反時計方向に 90度回転した図形である．逆方向の２次タングルをすべて描き出すと，図 10の

(a), (b), 図 11の (a), (b), 図 12の (a), (b), 図 13の (a), (b), 図 14の (a), (b)になる．した

がって，
→
Kに存在する逆方向の各房の２次タングルは，これらの中のいずれか１つである．なお，

図 11，図 12，図 13，図 14の各図で用いている h1, h2は，いずれも任意の正の整数とする．

−→

←−

−→

←−
(a): γ -タングル

←−

−→

←−

−→
(b): γ -タングル

図 10: γ -タングルの房に対する逆方向の図解

→

← →

←1 2 · · · 2h1 − 1

(a): (2h1 − 1)α-タングル

→

← →

←1 2 · · · 2h2 − 1

(b): (2h2 − 1)β -タングル

図 11: 交差点数が奇数の房に対する逆方向の図解 (1)

←

→ ←

→1 2 · · · 2h1 − 1

(a): (2h1 − 1)α-タングル

←

→ ←

→1 2 · · · 2h2 − 1

(b): (2h2 − 1)β -タングル

図 12: 交差点数が奇数の房に対する逆方向の図解 (2)

→

← ←

→1 2 · · · 2h1

(a): 2h1α-タングル

→

← ←

→1 2 · · · 2h2

(b): 2h2β -タングル

図 13: 交差点数が偶数の房に対する逆方向の図解 (1)

←

→ →

←1 2 · · · 2h1

(a): 2h1α-タングル

←

→ →

←1 2 · · · 2h2

(b): 2h2β -タングル

図 14: 交差点数が偶数の房に対する逆方向の図解 (2)

次に，奇数タングル結び目定理を述べる．

定理 2.3.1 (奇数タングル結び目定理) 下記に示す (2.14)式と (2.15)式と (2.16)式で与えられる

行列表示

M(G, bij ,Aij ,K) =


b11 · · · b1j · · · b1n
...

. . .
...

...
bi1 · · · bij · · · bin
...

...
. . .

...
bm1 · · · bmj · · · bmn

 , (2.14)
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bij =

 0, ( viと ej が接続していない場合 ),

Aij , ( viと ej が接続している場合 ),
(2.15)

Aij =


rijα, ( rijα-タングル，rij は正の整数 )，または，

sijβ, ( sijβ -タングル，sij は正の整数 )，または，

γ, ( γ -タングル )，

(2.16)

が２重性並行表示Kの結び目を表現しているとする．Kに方向付けをした２重性並行表示を
→
Kで

表し，その行列表示をM(G, bij ,Aij ,
→
K)で表す．いま，

M(G, bij ,Aij ,K) = M(G, bij ,Aij ,
→
K) (2.17)

とし，行列M(G, bij ,Aij ,
→
K)を

M(G, bij ,Aij ,
→
K) =



b11 . . . . . . . . . . b1ν . . . b1n
...

. . .
...

...
bi1 . . . bij . . . biν . . . bin
...

...
...

bλ1 . . . . . . . . . . bλν . . . bλn
...

...
...

bµ1 . . . . . . . . . . bµν . . . bµn
...

...
. . .

...
bm1 . . . . . . . . . . bmν . . . bmn


, (2.18)

bij =



0, ( viと ej が接続していない場合 ),

0, ( i ̸= λ, i ̸= µ, j = ν, viと ej は接続していない ),

bλν , ( i = λ, j = ν, bλν ̸= 0, viと ej は接続している ),

bµν , ( i = µ, j = ν, bµν ̸= 0, viと ej は接続している ),

Aij , ( viと ej が接続している場合 ),

(2.19)

とする．(2.18)式の biν は (2.19)式に示してある通り i = λと i = µのときのみ biν ̸= 0 となり，

他の場合は biν = 0である．したがって，bλν ̸= 0かつ bµν ̸= 0であり，このとき bλν = bµν とな

る．また，必然的に b1ν = 0, bmν = 0である．いま (2.18)式と (2.19)式の bλν と bµν は，いずれ

も
→
K上の逆方向の房

↔
Zλν と

↔
Zµν であり，bλν =

↔
Zλν , bµν =

↔
Zµν であるとする．

(2.16)式の Aij を (2.20)式の Bij で置き換えて得られる行列をM(G, bij ,Bij ,Ky)とするとき，
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行列表示M(G, bij ,Bij ,Ky)は，Ky を２重性並行表示にもつ結び目である．

Bij =



rijα, ( j ̸= ν, Aij = rijαのとき),

sijβ, ( j ̸= ν, Aij = sijβのとき),

γ, ( j ̸= ν, Aij = γのとき),

(rij + 1)α, ( i = λ, j = ν, bλν = bµν = rijαのとき),

(rij − 1)α, ( i = λ, j = ν, bλν = bµν = rijαのとき，ただし rij − 1 ̸= 0),

γ, ( i = λ, j = ν, bλν = bµν = rijαのとき，ただし rij − 1 = 0),

(sij + 1)β, ( i = λ, j = ν, bλν = bµν = sijβのとき),

(sij − 1)β, ( i = λ, j = ν, bλν = bµν = sijβのとき，ただし sij − 1 ̸= 0),

γ, ( i = λ, j = ν, bλν = bµν = sijβのとき，ただし sij − 1 = 0),

α, ( i = λ, j = ν, bλν = bµν = γのとき)，または，

β, ( i = λ, j = ν, bλν = bµν = γのとき).

(2.20)

（以上 定理 2.3.1）

上記の行列表示を用いて表現されている奇数タングル結び目定理は，複雑に見えて内容がのみ込

みにくいと思われるので，文章のみの表現による奇数タングル結び目定理を２種類，以下に示す．

(✢). 定理 2.3.1（奇数タングル結び目定理）の文章による表現 (1)

任意に与えられた結び目の２重性並行表示において，方向付けされた２重性並行表

示内の逆方向の房を任意に１つだけ選ぶ．この房へ，γ-χタングル変形 (定義 2.1.5)か，

または，hχ-χ ′タングル変形 (定義 2.1.6)を与えて得られる新しい２重性並行表示は，

結び目である．

(✢ ✢). 定理 2.3.1（奇数タングル結び目定理）の文章による表現 (2)

任意に与えられた結び目の２重性並行表示において，方向付けされた２重性並行表

示内の逆方向の房を任意に１つだけ選ぶ．この房の交差点数を 1だけ増加さるか，ま

たは，1だけ減少させて得られる新しい２重性並行表示は，結び目である．

上述の (✢)印文章で，γ-χタングル変形を与えるのは，逆方向の房が γ -タングルの場合であり，

hχ-χ ′タングル変形を与えるのは，逆方向の房が hχ-タングルの場合である．(✢ ✢)印の文章は，

まったく任意に，逆方向の房の交差点数を 1だけ増減させても再び別の結び目になり，決して絡み

目にはならないことを主張している．言い換えれば，逆方向の房に α-タングルか β -タングルが存

在すれば交差点数を 1だけ増減させ，逆方向の房が γ -タングルの場合は，これを α-タングルか，

または，β -タングルに変えても結び目であることを意味している．

以上が定理 2.3.1（奇数タングル結び目定理）の主張である．ただし，ただの一度だけこの操作

を行うことが出来る．なぜならば，交差点数を１つ増減させた後の２重性並行表示は，矢印の方
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向が変化する．このため新たに方向を付け直さないと逆方向の房に対して奇数タングル結び目定

理の適用による次の交差点数増減操作は行えない．

逆方向の房へ２次タングルを１つ付け加えた結果，房の中で α-タングルと β -タングルが隣同士

で並んだ状態になるときは，その α-タングルと β -タングルの組が γ -タングルになる．γ -タングル

になる理由は，α-タングルと β -タングルが並ぶ状態というのが実はライデマイスター移動 II [16]

を実行した結果と同じだからである．その図解を図 15に示す．図 15(a)と図 15(b)は，α-タング

α β

(a)

αβ

(b)

γ

(c)

図 15: α-タングルと β -タングルが隣同士として並ぶ状態の図解．

ルと β -タングルが並んだ状態の図形を示している．図 15(c)は γ -タングルである．図 15(a)およ

び図 15(b)が，図 15(c)へ変形できることはライデマイスター移動 IIにより明らかである．

次に，奇数タングル結び目定理（定理 2.3.1）を別の行列表示で記述してみる．方向付けをした

結び目の行列表示をM(G, bij ,Aij ,
→
K)とし，M(G, bij ,Aij ,

→
K)を

M(G, bij ,Aij ,
→
K) =



b11 . . . . . . . . . . b1ν . . . b1n
...

. . .
...

...
bi1 . . . bij . . . biν . . . bin
...

...
...

bλ1 . . . . . . . . . . bλν . . . bλn
...

...
...

bµ1 . . . . . . . . . . bµν . . . bµn
...

...
. . .

...
bm1 . . . . . . . . . . bmν . . . bmn


=



...
. . . . . . . . . . 0 . . .

...

. . . . . . . . . .
↔
Zλν . . .
...

. . . bij . . . 0 . . .
...

. . . . . . . . . .
↔
Zµν . . .
...

. . . . . . . . . . 0 . . .
...


(2.21)

とする．ここで，bλν =
↔
Zλν , bµν =

↔
Zµν かつ，

↔
Zλν =

↔
Zµν である．このとき，

M(G, bij ,Bij ,Ky) =



...
. . . . . . . . . . 0 . . .

...

. . . . . . . . . .
↔
Zλν + χ . . .

...
. . . bij . . . 0 . . .

...

. . . . . . . . . .
↔
Zµν + χ . . .

...
. . . . . . . . . . 0 . . .

...



(2.22)
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はKy を２重性並行表示とする結び目である．

奇数タングル結び目定理の図解を以下の図 16に示す．

↔
Zλν

→
K
↓ ↓

↑ ↓
↑ ↓ ↑ ↑

↓ ↑ ↑ ↑

↓ ↑ ↑ ↑
↓ ↓

↑ ↓
↑ ↓ ↑ ↑

← ← ←

← ← ←

→ → →

→ → →
(a): 方向付けの樹下・寺阪結び目

Ky

⋆

↔ Z
λ
ν
+

χ

(b): 12交差点結び目

図 16: 奇数タングル結び目定理（定理 2.3.1）が成り立つことを示す例証図．

図 16(a)は，図 8の樹下・寺阪結び目のグラフ化表示を２重性並行表示に図形化し，方向付け

をした図である．図 16(a)の
↔
Zλν は逆方向の２次タングルであるから，ここへ χ-タングルを付け

足して
↔
Zλν + χとすれば図 16(b)を得る．この図 16(b)が 12交点結び目であることは明らかで

ある．図 16(b)の星印 � ⋆ �は付け足した χ-タングルを示している．この場合は
↔
Zλν = 2βなので

χ = βとし，
↔
Zλν + χ = 2β + β = 3βにして図示してある．

定理 2.3.1（奇数タングル結び目定理）の証明は，付録Cで示す．

2.4 全域木結び目定理

次に，全域木結び目定理を記述する．まず，記号と用語の定義から始める．

定義 2.4.1 (Gの双対グラフ) ３-正則平面グラフGの双対グラフをG
⋆とする．

定義 2.4.2 (双対グラフG
⋆
の頂点) 双対グラフ G

⋆の頂点を o⋆
k (k = 0, 1, 2, . . . , f)とする．こ

れらの頂点 o⋆
k のうち，非有界領域に存在する点を o⋆

0 とし，有界領域に存在する点を o⋆
k (k ̸= 0)

とする．

非有界領域とは，３-正則平面グラフGが存在する平面上で，平面の領域が無限に広がる部分で

ある．言い換えると，どのような２点をとってもGとは交わらずに曲線で結べる領域が非有界領

域である．一方，有界領域とは，非有界領域でないGの面を言う．言い換えると，非有界領域上

の１点と他の１点を曲線で結ぶとき，Gと交わらずには曲線で結べない点の存在する領域である．

定義 2.4.3 (双対グラフG
⋆
の辺) 双対グラフG

⋆の辺を e⋆w (w = 1, 2, . . . , n)とする．

３-正則平面グラフGの辺の数と，双対グラフG
⋆の辺の数は等しくなる．これは双対グラフの

定義より明らかである．
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定義 2.4.4 (G
⋆
の全域木) 双対グラフG

⋆の全域木をT (G
⋆
)とする．

定義 2.4.5 (全域木T (G
⋆
)の辺) 全域木T (G

⋆
)の辺を e⋆s (s = 1, 2, . . . , x) とする．

全域木T (G
⋆
)の頂点は，双対グラフG

⋆の頂点と同一である．これは双対グラフの定義より明

らかである．

定義 2.4.6 (辺 e⋆s と交わるGの辺) 辺 e⋆s と交わるGの辺を es (s = 1, 2, . . . , x)とする．

定義 2.4.7 (Gの全域木) ３-正則平面グラフGの全域木を T (G)とする．

定義 2.4.8 (全域木 T (G)の辺) 全域木 T (G)の辺を et (t = x+ 1, x+ 2, . . . , x+ y)とする．た

だし，x+ y = nとする．

辺 et (t = x+ 1, x+ 2, . . . , x+ y)は，辺 e⋆sと交わらないG辺である．全域木 T (G)の頂点は，

３-正則平面グラフGの頂点と同一である．これは全域木の定義より明らかである．

以下に，全域木結び目定理を行列表示で示す．

定理 2.4.1 (全域木結び目定理) ３-正則平面グラフGの行列表示において，辺es (s = 1, 2, . . . , x)

に対応する行列の要素をais ( i = 1, 2, . . . ,m, s = 1, 2, . . . , x)とし，辺et (t = x+1, x+2, . . . , x+

y)に対応する行列の要素を ait ( i = 1, 2, . . . ,m, t = x+ 1, x+ 2, . . . , x+ y ) とする．このとき，

下記に示す (2.23)式，(2.24)式，(2.25)式により記述される行列M(G, ais,ait,K)は，結び目の２

重性並行表示を表現している．ただし，x + y = nとする．また，χs を任意の χ-タングルとし，

hsを正の整数とする．

M(G, ais,ait,K) =


a11 · · · a1s · · · a1x a1,x+1 · · · a1t · · · a1n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
ai1 · · · ais · · · aix ai,x+1 · · · ait · · · ain
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
am1 · · · ams · · · amx am,x+1 · · · amt · · · amn

 , (2.23)

ais =

 0, ( viと esが接続していない場合 ),

(2hs − 1)χs, ( viと esが接続している場合 ),
(2.24)

ait =

 0, ( viと etが接続していない場合 ),

2X, ( viと etが接続している場合 ).
(2.25)

（以上 定理 2.4.1）

上記の行列表示を用いて表現されている全域木結び目定理は，一見しただけでは理解しにくい

とも考えられるので，これを補うために，２種類の文章のみの表現による全域木結び目定理を以

下に示す．
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(✩). 定理 2.4.1（全域木結び目定理）の文章による表現 (1)

互いに独立な任意のχ-タングルをχs, χtとし，任意の正の整数を hs, htとする．ま

た，2X = γ または 2X = 2htχtとする．そして，任意の３-正則平面グラフGをとり，

Gの辺 esへ (2hs− 1)χsを配置し，辺 etへは 2X を配置する．Gの各頂点へは δ-タン

グルを配置して得られる２重性並行表示は結び目である．

(✩✩). 定理 2.4.1（全域木結び目定理）の文章による表現 (2)

互いに独立な χ-タングルを χ, χ ′とする．任意の３-正則平面グラフGをとり，G

の任意の全域木を T (G)とする．T (G)に属さないGの各辺へ任意に奇数 χ-タングル

を与え，T (G)に属する各辺へは任意に偶数 χ ′ -タングルか，または γ -タングルを与え

る．更に，Gの頂点へは δ-タングルを与える．以上により構成された２重性並行表示

は結び目である．

上記の (✩)印文章の χsと χtは互いに依存せず，独立して，自由に α-タングルか，または β -タ

ングルに置き換えることができる．したがって，２次タングル (2hs−1)χsを与えられたGの辺は，

奇数の交差点をもつ α-タングルか，または β -タングルの房になる．一方，２次タングル 2htχtを

与えられたGの辺は，交差点の数が偶数の α-タングルか，または β -タングルの房になる．

上記 (✩✩)印の記述は，Gの全域木 T (G)を用いて，全域木結び目定理を表現した文章である．

Gの各辺へ与える２次タングル χと χ ′は全くの任意でよく，各辺同士も任意でよい．すなわち，

各辺は互いに依存することなく，自由に奇数交差点または，偶数交差点を与えてよい．

以下では，全域木結び目定理（定理 2.4.1）に従って結び目を構成してみる．まず，３-正則平面

グラフGを任意に与える（図 17(a)）．Gの双対グラフG
⋆に対して，G

⋆の全域木T (G
⋆
)を任意

にとる（図 18(a)）．T (G
⋆
)の各辺 e⋆sと交わるGの辺 es （図 18(b)）に α-タングルか，または

β -タングルのいずれかを任意に選択して描く（図 19参照）．次に，T (G)の各辺 et （図 17(b)）

に 2h1α-タングルか，または 2h2β-タングルか，または γ -タングルのいずれか１つを自由に選択し

てそれぞれの辺に描く（図 19参照）．最後にGの頂点へ δ-タングルを描き，Gを消し去れば２重

性並行表示が得られる（図 19参照）．

以上が全域木結び目定理の主張を利用した，結び目の２重性並行表示を得る手順である．
G

(a): 任意に与えられた３-正則平面グラフ G

の例 (辺の数が 30ある)．

T (G)et

e12 e13 e14 e15

e16

e17 e18

e19e20e21

e22

e23
e24 e25

e26

e27

e28

e29

e30

(b): Gの全域木 T (G)の例とその辺 et

(t = 12, . . . , 30).

図 17: 全域木結び目定理の解説図 (1)：３-正則平面グラフGの例とその全域木 T (G)の例．

15/28



T (G)

T (G
⋆
) o⋆

0

e⋆1

e⋆2

e⋆3
e⋆4

e⋆5 e⋆6

e⋆7

e⋆8

e⋆9

e⋆10

e⋆11

e⋆s

es
et

(a): 全域木T (G
⋆
)とその辺 e⋆s (s = 1, . . . , 11).

T (G)

e1 e2

e3 e4

e5
e6

e7

e8

e9

e10 e11

es et

(b): T (G
⋆
)と交わるGの辺 es (s = 1, . . . , 11).

図 18: 全域木結び目定理の解説図 (2)：全域木T (G
⋆
)の例．

5β, e1 β, e2

β, e3 β, e4

β, e5

β, e6

β, e7

β, e8

3β, e9

β, e10

3β, e11

γ, e12 2β, e13 γ, e14 2β, e15

γ, e16

2β, e17 γ, e18

γ, e192β, e202β, e21

γ, e22

γ, e23

γ, e24 γ, e25

γ, e26

γ, e27

2β, e28 γ, e29

2β, e30⋆
⋆

⋆ ⋆

⋆
⋆⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

図 19: 全域木結び目定理の解説図 (3)：33交点結び目．

したがって，図 19は，全域木結び目定理に基づいて構成した 33交点結び目の２重性並行表示

である．図形に付した星印 (⋆)は，全域木T (G
⋆
)と交わるGの辺 esに与えた交差点数が奇数の

２次タングルを示している．図 19が結び目であることは図形により明らかである．

定理 2.4.1（全域木結び目定理）の証明は，付録Dに記述する．また，「全域木結び目定理の証

明」の解説を付録Eに記述する．
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付録A. 接続行列についての解説

接続行列をMincとする．この接続行列Mincは，

Minc =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amj · · · amn


(2.26)

aij =

0, (vi と ej が接続していない場合．即ち，vi が ej の端点でない場合．),

1, (vi と ej が接続している場合．即ち，vi が ej の端点である場合．),

(2.27)

による (2.26)式および (2.27)で定義され，aij は 0または 1の値をとる．
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図 20は３-正則平面グラフGの頂点 vi および辺 ej と接続行列の要素 aij との位置関係を示して

いる．

頂点



v1. . .

v2. . .
...

vi. . .

...

vm. . .

辺︷ ︸︸ ︷
e1
...

e2
...

. . . ej
...

. . . en
...

a11 a12 . . . a1j . . . a1n

a21 a22 . . . a2j . . . a2n
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 . . . aij . . . ain
...

...
...

. . .
...

am1 am2 . . . amj . . . amn


図 20: 接続行列の要素 aij と３-正則平面グラフの頂点と辺の位置関係を示す図

付録B. 偶数タングル結び目定理の証明

証明 2.4.1 (定理 2.2.1(偶数タングル結び目定理)の証明) 以下に，偶数タングル結び目定理の証

明を与える．

任意の結び目Kの２重性並行表示Kに対して，K内の任意の房をXとする．房Xは，一般に，

定義 2.1.4による２次タングルのX-タングルある．房X 内の近傍として，任意に平行直線部分の

みを取り出して図示した図形を図 21(a)に示す．図 21(b)は，平行直線部分が結び目の２重性並

行表示内に存在する様子を示す一例の図解である．

XK

K

a c

b d

(a)

X

K

K

a c

b d

(b)

図 21: 偶数タングル結び目定理の証明の解説図 (1).

図 21(a)は，房X の一部分を示すと同時に結び目K 全体を示している図形とする．図 21(a)

の a, b, c, dは房X 上の点であり，破線を用いて結び目の全体を省略してある．

図 21(a)が結び目になるためには２通りの繋がり方がある．以下で，それを示す．図 21(a)の

図形は結び目の一部であるから，a点を出た結び目の線は b点に繋がる．かつ，c点を出た結び目

の線は d点に繋がる．これで結び目になる．これが第一の場合で，この図形を図 22(a)に示した．

次に，第二の場合を示す．図 21(a)において，a点を出た結び目の線は d点に繋がる．かつ，b

点を出た結び目の線は c点に繋がる．これで第二の場合の結び目になる．この状態を図 22(b)に示
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した．図 21(a)は結び目であるから，図 22(a)と図 22(b) の２通り以外の繋がり方は存在しない．

K

Xa

b

c

d

(a)

K ′

X′a

b

c

d

(b)

図 22: 偶数タングル結び目定理の証明の解説図 (2).

次に，図 22(a)の結び目K に関して，房X へ２つの交差点を増加させても結び目であること

を示す．まず，図 22(a)の房Xに対して，ライデマイスター移動 IIを施す．この操作で得られた

X

K

a c

b dc1 c2

(a)

X1

K1

a c

b dc3 c4

(b)

X2

K2

a c

b dc5 c6

(c)

図 23: 偶数タングル結び目定理の証明の解説図 (3).

図形を図 23(a)に示す．図 23(a)の c1, c2はライデマイスター移動 IIにより生成された交差点で

ある．図 23(a)の図形は，結び目K と同値であることは図形により明らかである．

次に，図 23(a)の交差点 c2の上下を入れ替える．この操作で得られた図形を図 23(b)に示す．

図 23(b)のX1は房であり，c3, c4は交差点である．この図 23(b)の図形が結び目であることは，

図形により明らかである．この結び目をK1とする．

次に，図 23(a)の交差点 c1の上下を入れ替える．この操作で得られた図形を図 23(c)に示す．

図 23(c)のX2は房であり，c5, c6は交差点である．この図 23(c)の図形が結び目であることは，

図形により明らかである．この結び目をK2とする．

図 23(b)の房X1に自明な変形を与えて得た結び目K1と，図 23(c)の房X2に自明な変形を与

えて得た結び目K2を図 24に示す．

X1

K1

c3 c4

(a)

X2

K2

c5 c6

(b)

図 24: 偶数タングル結び目定理の証明の解説図 (4).

図 24(a)の結び目K1の房X1 に関しては，X1 = X+2αと書ける．また，図 24(b)の結び目K2

の房X2 に関しては，X2 = X +2βと書ける．よって，図 22(a)の図形に関しては，定理 2.2.1(偶

数タングル結び目定理)が証明された．

次に，図 22(b)の図形についての証明を示す．
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K ′

X′a c

b dc1 c2

(a)

K ′
1

X′
1a c

b dc3 c4

(b)

K ′
2

X′
2a c

b dc5 c6

(c)

図 25: 偶数タングル結び目定理の証明の解説図 (5).

図 22(b)の房X′に対して，ライデマイスター移動 IIを施す．この操作で得られた図形を図 25(a)

に示す．図 25(a)の c1, c2はライデマイスター移動 IIにより生成された交差点である．図 25(a)

の図形は，結び目K ′と同値であることは図形により明らかである．

次に，図 25(a)の交差点 c2の上下を入れ替える．この操作で得られた図形を図 25(b)に示す．

図 25(b)のX′
1は房であり，c3, c4は交差点である．この図 25(b)の図形が結び目であることは，

図形により明らかである．この結び目をK ′
1 とする．

次に，図 25(a)の交差点 c1の上下を入れ替える．この操作で得られた図形を図 25(c)に示す．

図 25(c)のX′
2は房であり，c5, c6は交差点である．この図 25(c)の図形が結び目であることは，

図形により明らかである．この結び目をK ′
2 とする．

図 25(b)の房X′
1に自明な変形を与えて得た結び目K ′

1 と，図 25(c)の房X′
2に自明な変形を与

えて得た結び目K ′
2 を図 26に示す．

K ′
1

X′
1a c

b d
c3 c4

(a)

K ′
2

X′
2a c

b d
c5 c6

(b)

図 26: 偶数タングル結び目定理の証明の解説図 (6).

図 26(a)の結び目K ′
1 の房X′

1 に関しては，X′
1 = X + 2αと書ける．また，図 26(b)の結び目

K ′
2の房X′

2 に関しては，X′
2 = X+2βと書ける．よって，図 22(b)の図形に関して，定理 2.2.1(偶

数タングル結び目定理)が証明された． (Q.E.D.)

付録C. 奇数タングル結び目定理の証明

証明 2.4.2 (定理 2.3.1(奇数タングル結び目定理)の証明) 以下に，奇数タングル結び目定理（定

理 2.3.1）の証明を示す．
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任意の結び目Kの２重性並行表示Kに対して，方向付けをした２重性並行表示を
→
Kとする．２

重性並行表示
→
K内の逆方向の房

↔
Zλν を指定した２重性並行表示を

(→
K,

↔
Zλν

)
とする．逆方向の房

↔
Zλν 内の任意の近傍を図 27(a)，図 27(b)に示す．

↔
Zλν

a c

b d

→ → → →

← ← ← ←
(a)

↔
Zλν

a′ c′

b′ d′

← ← ← ←

→ → → →
(b)

図 27: 奇数タングル結び目定理の証明の解説図 (1).

この図 27(a)，図 27(b)は，房
↔
Zλν 内の近傍として，任意の平行直線部分のみを取り出して図

示している．したがって，２重性並行表示
(→
K,

↔
Zλν

)
内のその他の部分は図を省略してある．図

27(a)，図 27(b)の矢印は，逆方向の房
↔
Zλν の方向を示している．すなわち，任意の結び目の２重

性並行表示に現れる逆方向の房
↔
Zλν の方向は，図 27(a)または図 27(b)のいずれかである．

図 27(a)の図形は結び目の一部であるから，b点を出た結び目の線は a点に繋がる．同時に，c

点を出た結び目の線は d点に繋がる．結び目であるから，これ以外の繋がり方はない．

次に，図 27(b)の図形も結び目の一部であるから，a′点を出た結び目の線は b′点に繋がる．同

時に，d′点を出た結び目の線は c′点に繋がる．結び目であるから，これ以外の繋がり方はない．

これらの繋がり方の図形を図 28(a)と図 28(b)に示す．図 28(a)において，結び目を構成する

線として，点 bから点 aに至る線を ℓ1とし，点 cから点 dに至る線を ℓ2とする．

同様に，図 28(b)においても，結び目を構成する線として，点 a′から点 b′に至る線を ℓ′1とし，

点 d′から点 c′に至る線を ℓ′2とする．したがって，ℓ1, ℓ2, ℓ
′
1, ℓ

′
2は，結び目の２重性並行表示を構

成する線であるとする．

↔
Zλν

(→
K,

↔
Zλν

)
a

b

c

d

ℓ1 ℓ2
→

←

→

→

←

→

←

→

←

←
(a)

↔
Zλν

(→
K,

↔
Zλν

)
a′

b′

c′

d′

ℓ′1 ℓ′2
←

→

←

←

→

←

→

←
→

→
(b)

図 28: 奇数タングル結び目定理の証明の解説図 (2).

図 28(a)および図 28(b)について，
↔
Zλν を

↔
Zλν +χで置き換えて得た図形を図 29(a)，図 29(b)

および図 30(a)，図 30(b)に示した．

図 29(a)と図 29(b)においては，χ = αとして図示してある．また，図 30(a)と図 30(b)にお

いては，χ = βとして図示してある．

以上により，
↔
Zλν を

↔
Zλν + χで置き換えて得た図形である図 29(a)，図 29(b)および図 30(a)，

図 30(b)は，明らかに結び目である．よって，定理 2.3.1（奇数タングル結び目定理）が示された．

したがって，行列M(G, bij ,Bij ,Ky)が示す２重性並行表示Ky は結び目である．
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Ky

↔
Zλν + α

a

b

c

d

ℓ1 ℓ2
→

←

→

→

←

←

→

←

→

→
(a)

Ky

↔
Zλν + α

a′

b′

c′

d′

ℓ′1 ℓ′2
←

→

←

←

→

→

←

→

←

←
(b)

図 29: 奇数タングル結び目定理の証明の解説図 (3).

Ky

↔
Zλν + β

a

b

c

d

ℓ1 ℓ2
→

←

→

→

←

←

→

←

→
→

(a)

Ky

↔
Zλν + β

a′

b′

c′

d′

ℓ′1 ℓ′2
←

→

←

←

→

→

←

→

←

←
(b)

図 30: 奇数タングル結び目定理の証明の解説図 (4).

(Q.E.D.) (定理 2.3.1の証明おわり)

付録D. 全域木結び目定理の証明

証明 2.4.3 (定理 2.4.1(全域木結び目定理)の証明) 以下に，全域木結び目定理（定理 2.4.1）の証

明を与える．

任意の３-正則平面グラフGを平面上にとり1)，Gの双対グラフG
⋆からG

⋆の全域木T (G
⋆
) を

任意にとる2)．次に，GおよびT (G
⋆
)を内部に含む単純閉曲線を平面上にとる．この単純閉曲線

を結び目と考えてK0,0 とする3)．K0,0は任意の単純閉曲線であるから結び目であることは明ら

かである．次に，全域木T (G
⋆
)を変形し，T (G

⋆
)の頂点 o⋆

0 を結び目K0,0の外部に移す4)．

結び目K0,0にライデマイスター移動 Iを施して得る図形は結び目である．この図形をK0,1と

する5)．K0,1が結び目であることは図形から明らかである．

結び目K0,1にライデマイスター移動 Iを施して得る図形は結び目である．この図形をK0,2と

する6)．K0,2が結び目であることは図形から明らかである．

結び目K0,0 にライデマイスター移動 Iを x − 1回施して得る図形を結び目であると仮定する．

この図形をK0,x−1とする7)．すなわち，図形K0,x−1を結び目と仮定する．

結び目K0,x−1にライデマイスター移動 Iを施して得る図形は結び目である．この図形をK0,x

とする8)．すなわち，図形K0,xは結び目である．

図形 K0,x が結び目でないと仮定すると，K0,0 から K0,x を得る変形が，すべてライデマイス

ター移動 Iのみを用いているため，ライデマイスター移動 Iの定義に矛盾する．よってK0,xは結

び目である．

次に，結び目K0,0から結び目K0,xを得る x回のライデマイスター移動 Iによる変形のすべて

について，ライデマイスター移動 Iにより生成される交差点の位置を，３-正則平面グラフGの辺

1)図 17(a)参照． 2)図 18(a)参照． 3)図 31(a), (b)と図 32(a), (b)参照． 4)図 31(b)参照． 5)図 33(b)参照．
6)図 34(b)参照． 7)図 35(b)参照． 8)図 36(b)参照．
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es (s = 1, 2, . . . , x)と全域木T (G
⋆
)の辺 e⋆s (s = 1, 2, . . . , x)が交わる点上にとる9)．

かつ，同時に，ライデマイスター移動 Iによる変形の際に生成される面の内部（辺 es上の交差

点を基点とするループ状の曲線の内部）に全域木 T (G
⋆
)の頂点 o⋆

k (k ̸= 0)が存在するように各

K0,s (s = 1, 2, . . . , x)を構成する10)．

次に，３-正則平面グラフGと双対グラフG
⋆を消し，結び目K0,xのみを残して表示する．そ

して，結び目K0,xを直線化する11)．

結び目K0,xは，Gの辺 esに対応する房にのみ χ-タングルが存在する．したがって，この房へ

定理 2.2.1（偶数タングル結び目定理）により偶数個の交差点を任意に与えれば，辺 esに対応する

房は交差点の数が奇数になる．よって，(2.23)式の行列M(G, ais,ait,K)の要素が (2.24)式に記述

されている通り，ais = (2hs − 1)χsとなることが示された．

一方，Gの辺 etに対応する房は，定理 2.2.1（偶数タングル結び目定理）により偶数個の交差点

を任意に与えることが出来るので，(2.23)式の行列M(G, ais,ait,K)の要素について，(2.25)式に

記述されているように，ait = 2Xであることが示されたことになる．

T (G)

o⋆
0T (G

⋆
)

K0,0

(a)

T (G)

o⋆
0

T (G
⋆
)K0,0

(b)

図 31: 全域木結び目定理の証明に対する解説図 (1).

T (G)

K0,0

(a)

K0,0

(b)

図 32: 全域木結び目定理の証明に対する解説図 (2).

9)図 33(a)，図 34(a)，図 35(a)，図 36(a)，図 38(a), (b)，図 39(a), (b) の各図を参照．10)図 38(a), (b)，図

39(a), (b)の各図を参照．11)図 37(b)参照．
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図 33: 全域木結び目定理の証明に対する解説図 (3).

T (G)

@
@
@R

K0,2

(a)

K0,2

(b)

図 34: 全域木結び目定理の証明に対する解説図 (4).

T (G)

@
@
@R

K0,x−1

(a)

K0,x−1

(b)

図 35: 全域木結び目定理の証明に対する解説図 (5).
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図 36: 全域木結び目定理の証明に対する解説図 (6).

K0,x

(a)

K0,x

(b)

図 37: 全域木結び目定理の証明に対する解説図 (7).

o⋆
0T (G

⋆
)

K0,1 ���

(a)

o⋆
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⋆
)

K0,2 ���

(b)

図 38: 全域木結び目定理の証明に対する解説図 (8).
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図 39: 全域木結び目定理の証明に対する解説図 (9).

(Q.E.D.) (定理 2.4.1の証明おわり)

付録E. 図形を用いた「全域木結び目定理の証明」の解説

ライデマイスター移動 Iを用いる方法で，定理 2.4.1（全域木結び目定理）の証明 2.4.3を付録D

で示した．この方法について，具体的な図形を用いた解説をする．

証明の要点を理解しやすくするために，全域木T (G
⋆
)のみを用いてライデマイスター移動 Iを

示す．まず，ライデマイスター移動 Iの操作を見やすくするために，全域木 T (G
⋆
)を変形する．

この変形の様子を図 40(a), (b)に示した．図 40(a)が変形するまえの図で，図 40(b)が変形した

あとの全域木T (G
⋆
)である．

T (G
⋆
) o⋆

0

e⋆1 e⋆2
e⋆3

e⋆4
e⋆5

e⋆6

e⋆7

e⋆8

e⋆9
e⋆10

e⋆11

(a)

T (G
⋆
)

o⋆
0

e⋆1 e⋆2

e⋆3 e⋆4

e⋆5
e⋆6

e⋆7
e⋆8

e⋆9e⋆10

e⋆11

(b)

図 40: 全域木結び目定理の証明を理解するための解説図 (1).

図 41(a)が全域木 T (G
⋆
)を結び目K0,0（単純閉曲線）の内部に与えた図形である．図 41(b)

は，結び目K0,0を変形し，全域木T (G
⋆
)の頂点 o⋆

0を結び目K0,0の外部に移動した図形である．

頂点 o⋆
0 を結び目K0,0の外部に移動するための変形は，結び目K0,0の変形でも，全域木 T (G

⋆
)

の変形でも，本質的にはかわりがないので，今の場合は図 41(b)に示したように結び目K0,0を変

形してある．

図 42(a)が結び目K0,0にライデマイスター移動 Iを与えた図形である．ライデマイスター移動

Iで生成される交差点を全域木T (G
⋆
)の辺上の点に重ね，かつ，T (G

⋆
)の頂点をループ状の曲線

C1 の内部に取り込む様子が図 42(a)に示してある．
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図 41: 全域木結び目定理の証明を理解するための解説図 (2).

o⋆
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T (G
⋆
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K0,1

C1

(a)

K0,1
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(b)

図 42: 全域木結び目定理の証明を理解するための解説図 (3).

図 42(b)は (a)の図形から全域木T (G
⋆
)を消した図形で，この図 42(b)に示したK0,1が結び

目であることは明らかである．図 43(a)は，二度目のライデマイスター移動 Iを与えた図形である．

この図でもライデマイスター移動 Iで生成される交差点を全域木T (G
⋆
)の辺上の点に重ね，かつ，

T (G
⋆
)の頂点をループ状の曲線 C2 の内部に取り込む様子が図 43(a)に示してある．図 43(b)は

(a)の図形から全域木 T (G
⋆
)を消した図形で，この図 43(b)に示したK0,2も結び目であること

は明らかである．

o⋆
0

T (G
⋆
)

K0,2

C1

C2

(a)

K0,2

C1

C2

(b)

図 43: 全域木結び目定理の証明を理解するための解説図 (4).

こうして，有限回のライデマイスター移動 Iを与える操作を続けてゆき，図 44(a)に至る．この

図 44(a)は x− 1回目のライデマイスター移動 Iを与えた図形であると考える．したがって，ルー

プ状の曲線Cx−1が存在する．図 44(b)は (a)の図形から全域木T (G
⋆
)を消した図形で，この図
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44(b)のK0,x−1が証明では結び目であると仮定した図形である．図 44(b)のK0,x−1は，全域木

T (G
⋆
)の頂点 o⋆

x のみを残して図示してある．

o⋆
0

o⋆
x

T (G
⋆
)

@
@

@
@@I

K0,x−1

C1

C2

Cx−1

(a)

K0,x−1

o⋆
x

C1

C2

Cx−1

(b)

図 44: 全域木結び目定理の証明を理解するための解説図 (5).

図 45(a)のK0,xは，結び目K0,0に x回目のライデマイスター移動 Iを与えた図形である．し

たがって，ループ状の曲線Cxが存在する．結び目K0,0に x− 1回目のライデマイスター移動 Iを

与えた図形K0,x−1が結び目であるとの仮定から，K0,x−1にライデマイスター移動 Iを与えた図

形K0,xは結び目になる．図 45(b)は (a)の図形から全域木T (G
⋆
)を消した図形で，図 45(b)に

図示したK0,xは結び目であることが証明された図形である．
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図 45: 全域木結び目定理の証明を理解するための解説図 (6).

なお，K0,xは，ライデマイスター移動 Iによるループ状の曲線 C1, C2, . . . , Cx−1, Cx を与える

順番には依存しない．最終的に x回目の Cxを与えた時点で一意的にK0,xが定まる．

このK0,xに対して，偶数タングル結び目定理を用いて，任意の房へ２次タングルを交差点数の

総数 ξ（正の整数）だけ与えて得る結び目をKξ,xとすると，Kξ,xの一例が図 19に図示した 33交

点結び目の図形である． （完）
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